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Abstract
Gelanggang polinom miring atas gelanggang R dengan variabel x adalah
gelanggang: R[x;σ, δ] = {f(x) = anxn + · · · + a0 | ai ∈ R} dengan xa =
σ(a)x+δ(a), untuk setiap a ∈ R, dengan σ dan δ berturut-turut adalah suatu
endomorfisma dan suatu σ-derivatif. Operasi perkalian dalam gelanggang
polinom miring yang melibatkan σ dan δ telah mempengaruhi bentuk ideal,
khusunya ideal prim, dari gelanggang tersebut. Pada sisi lain, suatu gelang-
gang yang memenuhi kriteria tertentu disebut order. Untuk gelanggang R
adalah daerah Dedekind, McConnell dan Robson (1987) telah menunjukkan
bahwa gelanggang polinom miring R[x;σ, δ] merupakan suatu order. Dalam
paper ini akan diinvestigasi sifat ideal prim dalam kaitannya dengan notasi
order kiri dan kanan dalam gelanggang polinom miring R[x;σ, δ] dengan R
adalah daerah Dedekind dan σ suatu automorfisma.
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1 Beberapa Pengertian dan Notasi
1.1 Order
Penyajian dalam subbab ini difokuskan pada gelanggang yang disebut order. Dis-
amping itu, beberapa jenis ideal dan gelanggang yang terkait erat dengan order
juga ikut disajikan. Lebih lanjut, untuk memperkuat pemahaman konsep teori or-
der, beberapa teori-teori dasar hasil penelitian beberapa peneliti akan ditampilkan.
Secara sederhana, order adalah suatu gelanggang yang memenuhi kriteria ter-
tentu. Untuk pendefinisian order diperlukan pengertian gelanggang hasil bagi dan
beberapa pengertian lainya.
Pendefinisian order dimulai dengan pengertian unsur reguler dalam suatu gelang-
gang.
Definition 1 (Zariski dan Samuel, 1958) Misalkan R gelanggang. Unsur 0 6=
x ∈ R disebut reguler kanan jika xr = 0 mengakibatkan r = 0. Unsur reguler kiri
didefinisikan serupa. Jika x ∈ R merupakan reguler kanan dan sekaligus reguler
kiri, maka x disebut reguler.
Himpunan semua unsur reguler dalam suatu gelanggang membentuk himpunan
yang tertutup terhadap perkalian dan himpunan ini memuat unsur identitas dari
R. Himpunan seperti ini disebut himpunan multiplikatif. Secara umum, suatu
himpunan bagian dari gelanggang yang tertutup terhadap perkalian, memuat un-
sur satuan, dan tidak memuat 0 disebut himpunan multiplikatif.
Unsur-unsur reguler dalam gelanggang belum tentu mempunyai balikan dalam
gelanggang tersebut. Hal ini mendorong didefinisikannya gelanggang hasil bagi,
yaitu gelanggang yang memuat unsur balikan semua unsur reguler dengan sifat
tertentu.
Definition 2 (McConnell dan Robson, 1987) Misalkan Q adalah gelanggang
yang memuat gelanggang R dan unsur balikan dari semua unsur reguler dalam R.
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Gelanggang Q disebut gelanggang hasil bagi kanan dari R, jika setiap q ∈ Q
dapat ditulis q = rs−1 untuk suatu r ∈ R dan s adalah unsur reguler dalam R.
Gelanggang hasil bagi kiri dari R didefinisikan serupa. Gelanggang Q disebut
gelanggang hasil bagi dari R jika Q merupakan gelanggang hasil bagi kanan dan
kiri dari R.
Selanjutnya, gelanggang yang merupakan gelanggang hasil bagi atas dirinya
sendiri disebut gelanggang hasil bagi. Dengan demikian dapat disimpulkan
bahwa suatu gelanggang Q disebut gelanggang hasil bagi, jika setiap unsur reg-
ulernya merupakan unsur unit.
Mencermati proses pendefinisian gelanggang hasil bagi dari suatu gelanggang,
terlihat bahwa tidak semua gelanggang mempunyai gelanggang hasil bagi. Namun
demikian, menurut McConnl dan Robson (1987), Gelanggang Noether kanan den-
gan unsur identitas yang tidak memuat unsur pembagi nol mempunyai gelanggang
hasil bagi.
Definition 3 (Googearl dan Warfield, 1989) Misalkan Q gelanggang hasil bagi.
Subgelanggang R ⊆ Q disebut order kanan di Q jika setiap q ∈ Q berbentuk
q = rs−1 untuk suatu r, s ∈ R. Begitu juga untuk order kiri, subgelanggang
R ⊆ Q disebut order kiri jika setiap q ∈ Q berbentuk q = s−1r untuk suatu r, s ∈ R.
Jika R merupakan order kanan sekaligus order kiri, maka R disebut order.
Berikut, beberapa definisi dan notasi yang dipakai dalam teori order. Misalkan
R adalah order dalam gelanggang Q. Untuk himpunan-himpunan bagian X dan
Y dari Q, didefinisikan (Marubayashi, Miyamoto, dan Ueda, 1997),
(X : Y )r = {q ∈ Q | Y q ⊆ X}
(X : Y )l = {q ∈ Q | qY ⊆ X} dan
X−1 = {q ∈ Q | XqX ⊆ X}.
Untuk R-ideal fraksional kanan I dari Q, dinotasikan
Or(I) = (I : I)r = {q ∈ Q | Iq ⊆ I},
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sedangkan untuk R-ideal fraksional kiri I dari Q, dinotasikan
Ol(I) = (I : I)l = {q ∈ Q | qI ⊆ I},
dan disebut, berturut-turut order kanan dan order kiri dari I.
1.2 Gelanggang Polinom Miring
Gelanggang polinom miring adalah gelanggang yang terdiri dari polinom-polinom
atas suatu gelanggangR dalam peubah x dengan perkalian antara polinom-polinom
tidak komutatif. Gelanggang R yang digunakan ini biasanya disebut gelanggang
tumpuan dari gelanggang polinom miring. Setiap polinom dapat diekspresikan
dalam bentuk tunggal sebagai
∑n
i=1 aix
i dengan ai ∈ R. Jika ketidakkomutati-
fan perkalian dan ketunggalan bentuk ekspresi diaplikasikan ke polinom xa, maka
polinom xa akan merupakan polinom berderajat satu dalam bentuk σ(a)x+ δ(a).
Untuk mendapatkan bentuk perkalian yang terdefinisi dengan baik, σ dan δ harus-
lah merupakan endomorfisma terhadap grup penjumlahan R. Lebih lanjut,
x(ab) = σ(ab)x+ δ(ab) dan (xa)b = σ(a)σ(b)x+ σ(a)δ(b) + δ(a)b.
Dengan demikian, σ(ab) = σ(a)σ(b) atau σ adalah endomorfisma gelanggang di R
dan δ memenuhi δ(ab) = σ(a)δ(b)+ δ(a)b yang merupakan definisi dari σ-derivatif.
Gelanggang tumpuan yang digunakan dalam penelitian ini adalah daerah Dedekind
yang dilambangkan dengan D. Oleh karena itu, dalam pembahasan gelanggang
polinom miring selanjutnya digunakan simbol D untuk gelanggang tumpuan.
Definition 4 Misalkan (D,+, .) adalah suatu gelanggang dan σ adalah suatu en-
domorfisma gelanggang dari gelanggang (D,+, .). Suatu pemetaan δ dari gelang-
gang (D,+, .) ke (D,+, .) adalah suatu σ-derivatif jika:
(i). δ adalah suatu endomorfisma grup pada grup penjumlahan (D,+).
(ii). δ(ab) = σ(a) δ(b) + δ(a)b untuk setiap a, b ∈ D.
Lebih lanjut, δ disebut inner σ-derivatif, jika terdapat a ∈ D sehingga δ = δa den-
gan δa adalah σ-derivatif yang memenuhi δa(b) = ab− σ(b)a untuk semua b ∈ D.
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Menggunakan pengertian σ dan δ yang diberikan di atas didefinisikan gelang-
gang polinom miring.
Definition 5 (McConnel dan Robson, 1987) Misalkan D adalah suatu gelang-
gang dengan identitas 1, σ adalah suatu endomorfisma dari D, dan δ adalah suatu
σ-derivatif.
Gelanggang polinom miring atas D dengan variabel x adalah gelanggang:
D[x;σ, δ] = { f(x) = anxn + · · · + a0 | ai ∈ D }
dengan xa = σ(a)x + δ(a), ∀a ∈ D.
Suatu unsur p(x) dari gelanggang polinom miring D[x;σ, δ] mempunyai bentuk
kanonik
p(x) =
r∑
i=0
aix
i, untuk suatu r ∈ Z+ = {0, 1, · · · }, ai ∈ D, i = 1, · · · , r.
Untuk δ = 0 gelanggang polinom miring D[x;σ, δ] cukup ditulis D[x;σ]. Jika σ
merupakan suatu automorfisma dan δ = 0, gelanggang seperti ini disebut gelang-
gang polinom miring tipe automorfisma. Sedangkan untuk σ = 1 (σ adalah
pemetaan identitas) gelanggang polinom miring cukup ditulis D[x; δ] dan biasa
disebut gelanggang polinom miring tipe derivatif. Untuk, σ = 1 dan δ = 0, gelang-
gang ini merupakan gelanggang polinom biasa.
Untuk mempermudah memahami pengertian gelanggang polinom yang diberikan
pada definisi di atas, berikut disajikan contoh.
Contoh 1
Misalkan D = Z + Z
√−5. Automorfisma σ pada R didefinisikan sebagai σ(a +
b
√−5) = a− b√−5, untuk setiap a+ b√−5 ∈ D. Pemetaan δ didefinisikan sebagai
δ(a + b
√−5) = b, untuk setiap a + b√−5 ∈ D. Pemetaan δ yang didefinisikan
seperti ini memenuhi syarat σ-derivatif. Dengan demikian, D[x;σ, δ] merupakan
suatu gelanggang polinom miring.
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Sifat ketidakkomutatifan gelanggang polinom miring ditunjukkan oleh hasil
perkalian antara polinom-polinom f(x) = (4−2√−5)x dengan g(x) = (3+5√−5)x
berikut ini.
f(x)g(x) =
[
(4− 2√−5)x] [(3 + 5√−5)x]
= (4− 2√−5) [x(3 + 5√−5)]x
= (4− 2√−5) [σ(3 + 5√−5)x+ δ(3 + 5√−5)]x
= (4− 2√−5)(3− 5√−5)x2 + (4− 2√−5)5x
= (−38− 26√−5)x2 + (20− 10√−5)x
g(x)f(x) =
[
(3 + 5
√−5)x] [(4− 2√−5)x]
= (3 + 5
√−5) [x(4− 2√−5)]x
= (3 + 5
√−5) [σ(4− 2√−5)x+ δ(4− 2√−5)]x
= (3 + 5
√−5)(4 + 2√−5)x2 + (3 + 5√−5)(−2)x
= (−38 + 26√−5)x2 + (−6− 10√−5)x
Untuk menganalisis hubungan antara ideal-ideal di D dan ideal-ideal prima di
gelanggang polinom miring R = D[x;σ, δ], diperkenalkan konsep-konsep σ-ideal,
δ-ideal, (σ, δ)-ideal, σ-ideal prima, δ-ideal prima, dan (σ, δ)-ideal prima di D.
Definition 6 (Goodearl, 1992) Misalkan Σ adalah suatu himpunan pemetaan-
pemetaan dari gelanggang D ke dirinya sendiri. Suatu ideal I dari D dikatakan Σ-
ideal jika ϕ(I) ⊆ I untuk setiap pemetaan ϕ ∈ Σ. Suatu Σ-ideal sejati I sehingga
ketika J,K adalah Σ-ideal yang memenuhi JK ⊆ I, maka J ⊆ I atau K ⊆ I
disebut Σ-ideal prima.
Dalam konteks gelanggang D bersama pasangan endomorfisma dan derivatif
(σ, δ), definisi di atas digunakan untuk kasus-kasus Σ = {σ},Σ = {δ} atau Σ =
{σ, δ}. Selanjutnya, penulisan bentuk Σ disederhanakan menjadi σ, δ, atau (σ, δ).
Dari definisi di atas dapat disimpulkan bahwa, jika I adalah suatu ideal prima dan
σ−ideal, maka I akan merupakan suatu σ-ideal prima.
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Contoh 2
Untuk gelanggang polinom miring yang disajikan Contoh ??, akan ditunjukkan
bahwa:
1. In =
n∪
i=1
{
a+ b
√−5 | a, b ∈ (i− 1) + nZ}, dengan n =2,3, merupakan σ-
ideal tetapi bukan δ-ideal.
2. J =
{
a+ b
√−5 | a ∈ 5Z, b ∈ Z}, merupakan σ-ideal tetapi bukan δ-ideal.
3. Kn =
{
a+ b
√−5 | a, b ∈ nZ}, dengan n adalah bilangan prima lebih besar
atau sama dengan tujuh, merupakan (σ, δ)-ideal prima.
Bukti:
1. Dengan memperhatikan kembali definisi dari σ dan δ pada Contoh ?? dapat
dilihat bahwa σ (In) ⊂ In dan δ (In) 6⊂ In. Hal ini terlihat dari, 1+3
√−5 ∈ I2
tetapi δ
(
1 + 3
√−5) = 3 /∈ I2 , dan 2 + 4√−5 ∈ I3 tetapi δ (2 + 4√−5) =
4 /∈ I3. Dengan demikian
In =
n∪
i=1
{
a+ b
√−5 | a, b ∈ (i− 1) + nZ} ,
dengan n =2,3, merupakan σ-ideal tetapi bukan δ-ideal.
2. Karena 5 + 2
√−5 ∈ J tetapi δ (5 + 2√−5) = 2 /∈ J , maka J bukan meru-
pakan δ-ideal.
3. Dengan mudah dapat dilihat bahwa σ (Kn) ⊆ Kn dan δ (Kn) ⊆ Kn. Den-
gan demikian Kn merupakan (σ, δ)−ideal dan oleh karena itu merupakan
(σ, δ)−prima karena Kn adalah ideal prima.
2 Sifat Ideal Prima Dalam Gelanggang Polinom
Miring
Tujuan utama pembahasan dalam bagian ini adalah menentukan karakteristik ideal
prima dari gelanggang polinom miring dalam kaitannya dengan notasi order kiri
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dan kanan. Dalam hal ini, akan ditunjukkan bahwa notasi order kiri dan kanan
untuk ideal prima dalam gelanggang polinom miring bersifat seperti sifat distribu-
tif.
Theorem 1 Misalkan P ideal prima di R. Maka(
K[x, σ, δ] : K[x, σ, δ]
(
R : P
)
l
)
r
=
(
K[x, σ, δ] :
(
K[x, σ, δ] : PK[x, σ, δ]
)
l
)
r
Bukti:
Misalkan k1q1 + ...+ knqn ∈ K[x, σ, δ](R : P )l dengan ki ∈ K[x, σ, δ] dan qi ∈ (R :
P )l untuk setiap i. Maka qiP ⊆ R dan akibatnya
(k1q1 + ...+ knqn)PK[x, σ, δ] ⊆ K[x, σ, δ].
Hal ini menunjukkan k1q1 + ...+ knqn ∈
(
K[x, σ, δ] : PK[x, σ, δ]
)
l
, sehingga
K[x, σ, δ](R : P )l ⊆
(
K[x, σ, δ] : PK[x, σ, δ]
)
l
.
Dengan menggunakan relasi ini diperoleh(
K[x, σ, δ] : K[x, σ, δ](R : P )l
)
r
⊇
(
K[x, σ, δ] :
(
K[x, σ, δ] : PK[x, σ, δ]
)
l
)
r
.
Untuk arah sebaliknya, misalkan q ∈
(
K[x, σ, δ] : K[x, σ, δ](R : P )l
)
r
, berarti
q ∈ Q dan K[x, σ, δ](R : P)
l
q ⊆ K[x, σ, δ]. Selanjutnya, misalkan t ∈ (K[x, σ, δ] :
PK[x, σ, δ]
)
l
, berarti t ∈ Q dan tPK[x, σ, δ] ⊆ K[x, σ, δ]. Dari sini diperoleh
tP ⊆ K[x, σ, δ].
Mengingat R = D[x, σ, δ] dengan D adalah daerah Dedekind, maka menurut Mc-
Connell dan Robson (1987) R adalah gelanggang Noether. Sehingga, karena P
adalah ideal dalam gelanggang Noether R, maka P dibangun secara terhingga.
Misalkan P = 〈p1, ..., pn〉. Selanjutnya dapat dimisalkan, tpi = ki dengan ki ∈
K[x, σ, δ] untuk i = 1, ..., n. Koefisien-koefisien dari polinom ki berada dalam K
dengan banyaknya mereka berhingga, sehingga dapat dipilih d ∈ D yang menye-
babkan koefisien-koefisien dari polinom dki berada dalam D atau dki berada dalam
R atau d(tpi) = dki ∈ R untuk setiap i. Akibatnya (dt)p ∈ R untuk setiap p ∈ P
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atau dt ∈ (R : P )l. Dengan memanfaatkan hubungan K[x, σ, δ]
(
R : P
)
l
q ⊆
K[x, σ, δ] dapat dilihat tq = [d−1][dt]q ∈ K[x, σ, δ], yang berarti
q ∈
(
K[x, σ, δ] :
(
K[x, σ, δ] : PK[x, σ, δ]
)
l
)
r
.
Sehingga(
K[x, σ, δ] : K[x, σ, δ](R : P )l
)
r
⊆
(
K[x, σ, δ] :
(
K[x, σ, δ] : PK[x, σ, δ])l
)
r
.
Relasi terakhir melengkapi pembuktian.
Theorem 2 Misalkan P ideal prima di R. Maka(
K[x, σ, δ] : K[x, σ, δ]
(
R : P
)
l
)
r
=
(
R :
(
R : P
)
l
)
r
K[x, σ, δ]
Bukti:
Tahap I.
Misalkan q ∈
(
K[x, σ, δ] : K[x, σ, δ]
(
R : P
)
l
)
r
, maka
K[x, σ, δ]
(
R : P
)
l
q ⊆ K[x, σ, δ]. · · · · · · · · · · · · · · · · · · (1)
Mengingat Q adalah gelanggang hasil bagi dari gelanggang yang semua unsurnya
reguler R, maka ideal dari Q adalah 0 dan Q sendiri. Dengan demikian R Noether.
Pada sisi lain
(
R : P
)
l
adalah R-submodul dari gelanggang Noether Q, maka
(
R :
P
)
l
dibangun terhingga, misalkan
(
R : P
)
l
= Rq1 + · · ·+Rqn dengan qi ∈
(
R : P
)
l
untuk setiap i. Dengan demikian dari (1) diperoleh(
R : P
)
l
q =
(
Rq1 + · · ·+Rqn
)
q ⊆ K[x, σ, δ].
Dari persamaan ini terlihat qiq = ki untuk suatu ki ∈ K[x, σ, δ] untuk setiap i.
Jadi, untuk setiap i terdapat di ∈ D dengan (qiq)di = kidi ∈ R. Sehingga, terdapat
d ∈ D yang memenuhi(
R : P
)
l
(qd) =
(
Rq1 + · · ·+Rqn
)
(qd) ⊆ R.
Hal ini menunjukkan bahwa qd ∈
(
R :
(
R : P
)
l
)
r
. Oleh karena itu, disimpulkan
q = (qd)(d−1) ∈
(
R :
(
R : P
)
l
)
r
K[x, σ, δ], karena qd ∈
(
R :
(
R : P
)
l
)
r
dan
d−1 ∈ K[x, σ, δ]. Sehingga dapat dibuktikan.(
K[x, σ, δ] : K[x, σ, δ]
(
R : P
)
l
)
r
⊆
(
R :
(
R : P
)
l
)
r
K[x, σ, δ].
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Tahap II.
Misalkan
q = q1k1 + · · ·+ qnkn ∈
(
R :
(
R : P
)
l
)
r
K[x, σ, δ]
dengan qi ∈
(
R :
(
R : P
)
l
)
r
dan ki ∈ K[x, σ, δ] untuk setiap i. Hal ini berarti
(
R :
P
)
l
qi ⊆ R, sehingga K[x, σ, δ]
(
R : P
)
l
qi ⊆ K[x, σ, δ]. Akibatnya K[x, σ, δ]
(
R :
P
)
l
qiki ⊆ K[x, σ, δ] untuk setiap i. Dengan demikian K[x, σ, δ]
(
R : P
)
l
(q1k1 +
· · ·+ qnkn) ⊆ K[x, σ, δ] atau
q ∈
(
K[x, σ, δ] : K[x, σ, δ]
(
R : P
)
l
)
r
.
Dari relasi ini diketahui(
K[x, σ, δ] : K[x, σ, δ]
(
R : P
)
l
)
r
⊇
(
R
(
R : P
)
l
)
r
K[x, σ, δ]
Dari bukti tahap I dan II, lema terbukti.
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